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三维黏弹性介质人工边界研究 
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摘  要：为了得到适于分析非线性结构-地基相互作用问题的人工边界，结合弹性波理论与黏弹性理论，推导出了适于模拟

三维黏弹性远场介质辐射阻尼的人工边界，并对其模拟远场地基辐射阻尼的性能及相应地震波动输入方法进行了研究。结果

表明：在结构-地基动力相互作用问题中，得到的黏弹性人工边界模拟计算域外远场黏弹性介质的辐射阻尼具有理想精度；

不论是简谐波还是非简谐波，地震波动输入都取得了理想结果；在黏弹性介质条件下自由地表处的总场位移幅值 n是输入波

幅值的 2e x 倍。 
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Study of three dimensional viscoelastic medium artificial boundary 
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Abstract: In order to get the artificial boundary that suits to analyze nonlinear structure-foundation interaction problems, the 
viscoelastic artificial boundary simulating radiation damping of the far field medium was obtained from the elastic wave theory and 
viscoelasticity theory. The ability of viscoelastic artificial boundary to simulate radiation damping and methods of seismic wave 
motion input were studied. The results show good precision when simulating radiation damping of far fields with the viscoelastic 
artificial boundary obtained from this paper in solving structure-foundation interaction problems. Precise results can be obtained 
through seismic wave motion input methods obtained in this paper whether the input wave is simple harmonic one or simple 
nonharmonic one. The displacement peak value at the free earth surface is 2e xn   times as high as that of input wave in 
viscoelastic medium. 
Key words: structure-foundation interaction; viscoelastic artificial boundary; viscoelastic medium; seismic wave motion input 
 

1  引  言 

半个世纪以前，当相对柔性和轻型的结构建于

硬度较大的地基上时，往往假定地基为刚性材料，

不考虑地基-结构的相互作用。自 20 世纪 50 年代以

来，大型结构工程相继修建，这类结构具有刚度、

重量、跨度都很大，而其地基则相对柔软的特点，

这时越来越多的研究发现刚性地基假设不再合理，

须考虑结构-地基动力相互作用的影响[1]。在研究结

构-地基动力相互作用时，要从半无限的地球介质中

切取出有限计算域，在切取的计算域边界上应建立

人工边界，用于模拟远场介质的辐射阻尼效应（见

图 1）。人工边界的本质在于允许来自结构与近场 
地基的外行散射波穿过人工边界进入无限域[2]，以

此为出发点，多种人工边界得到了研究，如黏性边

界 [3]、旁轴近似边界 [4]、透射边界 [5]、黏弹性边     
界[2, 6－7]等。 

目前，对于人工边界研究集中于远场介质为完

全线弹性波动的情况。从实际情况来看，除了极其

微小振动情况外，远场介质中波动的传播均伴着能

量的耗散和转化；尤其是在地震荷载作用下，远场

介质均表现出某种程度上的非线性特征（包括黏弹

性）[8]。因此，在均匀线弹性介质条件下建立的人

工边界不完全适用于存在非线性特征的动力反应分
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析，文献[8]将远场介质考虑为具有黏弹性特性的材

料，通过等效线性化方法考虑其非线性效应。但是，

文献[8]讨论的适于非线性的人工边界，仅在一维与

二维范围内进行分析，对三维情况未予研究。本文

结合弹性波理论与黏弹性理论，建立了适于模拟三

维黏弹性介质远场辐射阻尼的黏弹性人工边界，数

值算例证明：本文得到的人工边界，无论是模拟远

场辐射阻尼性能，还是地震波动输入，都具有理想

精度。 
 

 

结 
构 

近场地基 

人工边界 

人工边界 

 
图 1  结构-地基系统计算模型 

Fig.1  Computational model for structure- 
foundation system 

 

2  三维黏弹性介质法向人工边界 

2.1  弹性介质法向边界方程 
弹性介质球坐标系中球面膨胀波（P 波）的波

动方程为 
2 2

2 2 2
p

( ) 1 ( )R R
R c t
  


 

          （1） 

式中：为位移势函数；R为径向坐标； pc 为介质

的 P波波速；t为波动传播的时间。由方程（1）可

得 

p p( , ) ( ) / ( ) /R t f R c t R g R c t R        （2） 

式中： ( )f  和 ( )g  为任意函数，可分别看作外行扩

散波和内行汇聚波[2]。 
考虑外行扩散波，垂直于波阵面的位移可写为 

2
P p p( , ) ( ) / ( ) /u R t f R c t R f R c t R

R
     


 （3） 

当波为简谐波时， Pi( )
p( ) e k R tf R c t   ， pk 为

简谐波圆波数， 为简谐波角频率，式（3）表示

为 

Pi( ) i( )P
P 2

i 1( , ) e ePk R t k R tku R t
R R

        （4） 

P 波波速 P P/c k ，又 P
2Gc 



 ， G、

均为弹性介质的拉梅常数， 为弹性介质密度，所

以得 

P P/
2

k c
G


 


 


        （5） 

将式（5）代入式（4）得 
i

P ( )

i i i2 2
2

( , ) e

1 1i e e e
2

t
R

R R tG G

u R t u

R G R



    






 

 

 
 

  

  （6） 

2.2  黏弹性介质法向边界方程 
本文推导黏弹性介质边界方程时作如下假定： 

（1）波动传播介质为均匀、各向同性的黏弹性

材料。 
（2）边界条件(边界力和边界位移)随时间 t作角

频率为的简谐变化。 
（3）仅研究波的传播问题，而不考虑波源问题，

所以不考虑体力。 
考虑介质材料为具有Kelvin本构模型的黏弹性

介质，其微分型本构关系为 

ij ijP Q
P Q

  


  

S e
e

             （7） 

式中： 1P  ， 2 2 ik kQ G     ； 1P  ， 3 kQ K  ；

ijS 为应力偏张量； ije 为应变偏张量； 为应力球

张量； e为应变球张量。 
根据黏弹性材料简谐波问题的对应原理可得[9] 

* 1( i ) i
2 k k
QG G
P

  


   


      （8） 

* 1 2 2( i ) i
3 3 3k k k
Q Q K G
P P

   
          

 （9） 

式中： kG 、 k 和 kK 分别为 Kelvin 材料的刚性模量、

黏性系数和体积模量[9－10]。 
根据对应原理，以式（8）、(9)中的 * ( i )G  、

*( i )  分别替换式（6）中的G、，可得 

2

2

i
P ( )

i 4 42 i
3 3

i 4 4 i i3 3
2

( , ) e

1 i e
4 4 i
3 3

1 e e

k k k

k k k

t
R

R
K G

k k k

R
K G t

u R t u

R K G

R





 



  



 



 

  

 





  










  （10）

 

令
2

1 4 4 i
3 3k k k

K
K G



 


 
，则有： 
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2
2
1

2 3

2 2 2 2

4 4 i
3 3

4 4
3 3 i

4 4 4 4
3 3 3 3

k k k

k k k

k k k k k k

K
K G

K G

K G K G



 

  

   

 
 

  
  

                 
       

                                       （11） 
设 1 1 1iK k a  则，有： 

2 2 2
1 1 1 1 12 iK k a k a             （12） 

由式（11）、（13）联立，可得 

2

2 2
1 1 2 2

3

1 1 2 2

4
3

4 4
3 3
4
32

4 4
3 3

k k

k k k

k

k k k

K G
k a

K G

k a
K G



 

 

 

       
           


  

             

   （13） 

由式（13）可解得 

2
2

2
1 22 2

2
2

2
1 22 2

4 4
3 31 1

44 42
33 3

4 4
3 31 1

44 42
33 3

k k k

k kk k k

k k k

k kk k k

K G
k

K GK G

K G
a

K GK G
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 

  

 

                                         
                                        












 

                                       （14） 
将 1 1 1iK k a  代入式（10），得 

1 1( i) i
P 1 1 2

1 1( , ) ( i) e ea k R tu R t a k
R R

        
  （15） 

由式（15）可得 

1 1( ) i
P 1 1 2

1 1( , ) i e ea k i R tu R t k a
R R R

            
  

                                       （16） 
具有Kelvin本构模型黏弹性材料的法向应力为 

* * *P P( , ) ( , )
( (i ) 2 (i )) 2 (i )

u R t u R tG
R R

     


  


 

                                       （17） 

将式（8）、（9）、（15）代入式（17），得 

1 1

1 1

( i) i
N 1 1 2

( i) i
1 1 2

N N

1 1( i) e e

1 1 i e e

( , ) ( , )

a k R t

a k R t
N

K a k
R R

C k a
R R R

K u R t C u R t








 

  

  

       
         

    （18）

 

其中： 
2 2

1 1 1 1
N 2 2

1 1

2 2
1 1 1 1

2 2
1 1

1 2 2 2
1 1

( 1/ ) ( 1/ )
( 1/ )

( 1/ ) ( 1/ )4 3
3 ( 1/ )

4 1 11
3 ( 1/ )

k

k

k

k a R a a RK K
a R k

k a R a a RG
R a R k

k
R a R k

 

   
  

 

    
    
 

    
  （19）

 

N 1 2 2 2
1 1

1 2 2 2
1 1

2 2
1 1 1 1

2 2
1 1

1 11
( 1/ )

4 1 11
3 ( 1/ )

( 1/ ) ( 1/ )4 3
3 ( 1/ )

k

k

k

C K k
R a R k

G k
R a R k

k a R a a R
R a R k



 
      

 
     
    

   
   （20）

 

由式（18）可见，若将无限连续黏弹性介质截

断，在截断处，即人工边界上施加相应的弹簧 KN

和黏性阻尼器 CN，即可保持人工边界上力和位移的

条件与原连续介质的完全相同，对应物理元件的参

数见式（19）、（20）。 

3  三维黏弹性介质切向人工边界 

3.1  弹性介质切向边界方程 
弹性介质球坐标系中球面剪切波（S 波）位移

的近似解为[2, 11] 

s s s
1 1( , ) ( ) ( )u R t f R c t g R c t
R R

        （21） 

式中： sc 为弹性介质剪切波（S 波）波速； ( )f  和 ( )g 
为任意函数，分别表示外行扩散波和内行汇聚波。 

考虑扩散的球面剪切波，且波动为简谐波时，

波阵面的切向位移为 

si( )
s s

1 1( , ) ( ) e k R tu R t f R c t
R R

        （22） 

S 波波速 s s/c k ，又 s
Gc


 ，得 

s s/ /k c G              （23） 

将式（23）代入式（22），得 
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i / i
s

1( , ) e eR G tu R t
R

          （24） 

3.2  黏弹性介质切向边界方程 
当介质为具有 Kelvin 模型的黏弹性材料时，根

据对应原理将式（8）代入式（24），得 
2

i
ii i

s s
1( , ) ( )e e ek k

R
Gt tu R t u R

R


        （25） 

令
2

2 ik k

K
G


 




，则有： 

2 32
2
2 2 2 2 2 i

i ( ) ( )
k k

k k k k k k

GK
G G G

  
     

  
  

 

                                       （26） 
设 2 2 2iK k a  ，则有： 

2 2 2
2 2 2 2 22 iK k a k a              （27） 

由式（26）、（27）联立可得 
2

2 2
2 2 2 2

3

2 2 2 2

( )

2
( )

k

k k

k

k k

Gk a
G

k a
G


 

 
 


    


   

         （28） 

由式（28）可解得 

2 2
2

2 2 2 2

2 2
2
2 2 2 2

( )
1 1

2[ ( ) ]

( )
1 1

2[ ( ) ]

k k

k k k

k k

k k k

Gk
G G

Ga
G G

  
 

  
 

 
    

   


  
        

  （29） 

将 2 2 2iK k a  代入式（25），可得 

2 2( i) i
s

1( , ) e ea k R tu R t
R

           （30） 

由式（30）得 

2 2( i) i
s

i( , ) e ea k R tu R t
R

   
       （31） 

具有 Kelvin 本构模型黏弹性材料的剪应力为 

* * s s

2 2 s

2 2 s

( , ) ( , )
( , ) (i ) ( , ) ( )

2      ( , )

2         / ( , )

k k

k k

u R t u R tR t G R t G i
R R

G a k u R t
R

a G k u R t
R

   

 

 

      
          
        



                                       （32） 
由式（32）可见，若将无限连续黏弹性介质截

断，在截断处，即人工边界上施加相应的弹簧 KT

和黏性阻尼器 CT，即可保持人工边界上力和位移的

条件与原连续介质的完全相同。对应物理元件的参

数为 

T 2 2
2

k kK G a k
R

      
 

       （33） 

T 2 2
2 /k kC a G k
R

      
 

      （34） 

在有限元实现过程中，法向与切向边界物理元

件参数的实际取值等于式（19）、（20）、（33）、（34）
给出的量值与对应有限元节点所代表网格面积的乘

积。 
上述式（19）、（20）、（33）、（34）得到的适于

黏弹性介质的人工边界是基于边界条件（边界力和

边界位移）随时间 t 作角频率为的简谐变化的假

设得到的，本文尝试将上述得到的人工边界应用于

边界条件为任意地震动输入时的情况，数值算例证

明也取得了理想的结果。 
当本文所得人工边界应用于边界条件为任意地

震动输入时的情况时，式（19）、（20）、（33）、（34）
中含频率，在对工程有效的频段范围内[12]，本文

取了大量的地质材料参数计算，计算结果显示公式

（19）、（20）、（33）、（34）中的 NC 、 TC 的变化值

随的变化不超过 0.1 %， NK 、 TK 的变化值随
的变化不超过 0.5 %，可见式（19）、（20）、（33）、
（34）中对人工边界参数的影响并不大，本文在

将式（19）、（20）、（33）、（34）中的人工边界应用

于任意地震动输入时的情况时，式（19）、（20）、（33）、
（34）中的取为一阶固有频率的 0.5 倍。 

4  波动输入方法 

文献[7]提出了将波动输入问题转化为波源问

题的方法，本文将其应用到三维情况。设 ( ,  ,iu x y  
,  )z t 为已知输入波场，对于人工边界上任一点

( ,  ,  )B B BB x y z ，准确实现波动输入的条件是在人工

边界上施加的等效荷载应使人工边界上的位移和应

力与原波场相同，即 

( , , , ) ( , , , )B B B i B B Bu x y z t u x y z t      （35） 

( , , , ) ( , , , )B B B i B B Bx y z t x y z t      （36） 

为实现波动输入，设在人工边界节点B上施加

的应力为 ( )BF t 。采用力学分析中的脱离体概念（见

图2），将人工边界与附加其上的物理元件（弹簧和

阻尼器）脱离，则人工边界节点的应力为 
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( , , , ) ( ) ( )B B B B Bx y z t F t f t          （37） 

由弹簧和阻尼器构成的物理元件的运动方程为 

( ) ( , , , ) ( , , , )B i B B B i B B Bf t Cu x y z t Ku x y z t   （38） 

将式（36）、（38）代入式（37），并整理得 
( ) ( , , , ) ( , , , )

             ( , , , )
B i B B B i B B B

i B B B

F t x y z t Cu x y z t
Ku x y z t
  

 （39） 

式中： i 为在原连续介质中由位移 iu 产生的应力；

C、K在边界法向取为 NC 、 NK ，在边界切向取为

NC 、 TC ， ( , , , )i i i ix y z t 在边界切向时为 ( , ,i B Bx y  
, )Bz t 。由式（39）就可得到施加于人工边界上的总

荷载 ( )BF t ，从而在人工边界上实现波动输入。 
 

 
图2  黏弹性人工边界及其脱离体示意图 

Fig.2  Schematic plan of viscoelastic artificial boundary 
and separated form 

 

5  数值算例 

5.1  人工边界模拟辐射阻尼性能验证 
为验证本文三维人工边界的边界吸收性能，本

文分析了三维空间的 P 波动问题。计算模型如图 3
所示（参考文献[7]的方法，本计算模型对材料参数

及模型尺寸进行无量纲化处理）。本文算例采用有限

元计算软件ANSYS来分析。介质的剪切模量 1G  ，

泊松比 0.25  ，密度 1  ，黏滞系数 20  ，计

算区为 2x ≤ ， 2z ≤ ， 2 0y ≤ ≤ 。波源为沿 y
方 向 作 用 弹 性 半 空 间 表 面 的 分 布 荷 载

( , , ) ( ) ( , )F t x z T t S x z ， ( , , )F t x z 分为两种情况作用

于计算空间表面，一种是简谐荷载，一种是非简谐

荷载作用。 
简谐荷载时，有： 

( ) sin(3.14 )T t t  ，
1,  1,  2

( , )
0,  

x z
S x z

 


≤ ≤

其他
 （40） 

非简谐荷载时 

,  0 1
( ) (2 ),  1 2

0,  

t t
T t t t


   



≤ ≤

≤

其他

,
1, 1,  2

( , )
0,  

x z
S x z

 


≤ ≤

其他
 

                                       （41） 

 
图 3  辐射阻尼模拟计算模型 

Fig.3  Computational model for simulating  
radiation damping 

 
当人工至广义结构的距离足够大(即远置边界)

时，则在给定的计算时间长度 T内，在广义结构动

力反应的时空四维数值模拟中可以不考虑人工边界

的影响[13]，在进行人工边界研究时，当问题不容易

得到解析解时，目前都是以远置边界的值作为问题

验证的精确解[2－4, 7－8]。 
由图 4、5 可以看出，无论在简谐荷载还是在非

简谐荷载下，固定边界的效果不够好，本文人工边

界与精确解非常接近，证明本文得到的黏弹性人工

边界模拟黏弹性半无限介质的辐射阻尼的效果是理

想的。 
 

 
图 4  简谐荷载下观测点位移响应比较 

Fig.4  Comparison of the response at observation point  
under simple harmonic load 

 

 
图 5  非简谐荷载下观测点位移响应比较 

Fig.5  Comparison of the response at observation point  
under simple non-harmonic load 
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5.2  地震波动输入验证 
为验证本文的人工边界，分析了一均匀黏弹性

介质半空间底面受到一 P 波竖直入射时的响应。力

学模型如图 6 所示，介质参数为：剪切模量G =5 292 
MPa，泊松比 0.25v  ，密度 2.7   g/cm3，黏滞系

数  100 000 MPa·d，黏弹性介质采用 Kelvin 本

构模型。计算区的范围为 381 mx ≤ ， 381 mz ≤ ，

381 my≤ ，有限元单元尺寸为 x y z        
38.1 m，观测点为 (0,0,0)A 为计算模型上表面中心

点。入射波分简谐波（见图 7）、非简谐波（见图 8）
两种情况。 

 

 
图 6  地震波动输入计算模型 

Fig.6  Computational model for input seismic wave 
 
图 9 中在简谐波入射情况下在自由表面观测点

的位移时程解析解见文献[9]，图 10 中在非简谐波

入射情况下自由表面观测点的位移-时程精确解是

在远置边界的条件下得到的。在弹性介质的条件下，

自由地表处的总场位移幅值是输入波幅值的两倍，

在黏弹性介质中由于材料的阻尼作用，波在传播过

程中其幅值随传播的距离增加而呈指数衰减，简谐

波的衰减因子为 （在 Kelvin 模型中见式（14）、
（29）），所以在黏弹性介质条件下自由地表处的总

场位移幅值 n是输入波幅值的 2e x 倍( 为衰减因

子， x为入射波到自由表面的距离)。由图 9、10 可

以看出，由本文方法得到的计算结果与解析解、精

确解符合得非常好。作者对采用本文得到的人工边

界用于 S 波时的情况也作了大量计算，结果与 P 波

时的情况相同，与解析解及精确解符合得较好。限

于篇幅，本文不予列出，这些都说明本文的地震波

动输入方法是理想的。 

6  结  论 

结合弹性波理论与黏弹性理论，对适于模拟三

维黏弹性介质远场辐射阻尼的人工边界及相应地震

波动输入方法进行了研究，得到如下结论： 
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图 7  简谐入射波位移-时程 

Fig.7  Displacement time-history of simple  
harmonic input wave 
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图 8  非简谐入射波位移-时程 

Fig.8  Displacement time-history of nonharmonic wave 
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图 9 简谐入射波 A点位移-时程 

Fig.9  Displacement time-history of simple  
harmonic input wave 

 

 
图 10  非简谐入射波时 A点位移-时程 

Fig.10  Displacement time-history of nonharmonic  
input wave 
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（1）在结构-地基动力相互作用问题中，本文得

到的黏弹性人工边界模拟计算域外黏弹性介质的辐

射阻尼具有理想精度。 
（2）不论是简谐波还是非简谐波，本文的地震

波动输入都取得了理想结果。 
（3）在弹性介质的条件下，自由地表处的总场

位移幅值是输入波幅值的 2 倍；在黏弹性介质条件

下，自由地表处的总场位移幅值 n是输入波幅值的

2e x 倍。 
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